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7.1 Transformations intégrales

e Transformation intégrale : 1D : opérateur lin. L: f (x) — g (k)

b
g0 =Lf @)= [ @)K @) do (7.1)
e Transformation intégrale : 3D : opérateur lin. L: f(r) — g (k)
sy =i = [[[ reEERd (7.2
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7.1 Transformations intégrales

© Transformation de Laplace : noyaux : 1D

K (t,s)=e *

F(s) =

:/oof(t)e—stdt
0

(7.4)

(7.3)J

© Transformation de Fourier : noyaux : 1D et 3D

K(t,w):f/;i
flw)=Ff(t
f(k)=Ff(x
f(k)=Ff(r

e~ 1kx

V2m

)= g [ rwea

m/ fl@)em ™ da

f —ik-r d3
7= /1.

K (x, k) =

K(r, k)=

e~ kT

(271_)3/2

(7.6)

(7.5)

(7.7)

(7.9)
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7.2 Transformation de Fourier 1D

@ Transformation de Fourier inverse : 1D - espace

fz)=F'f(k \/%/ f (k) e™® dk (7.12)J

@ Bijectivité : transformation de Fourier

(f_lof)f(m) = f (x) (7.11)

@ Conséquence : distribution de Dirac

(FYoF) flz)=F 'f(k)=F " (\/%7 /_O; £ (2 e ik dw,)

iﬂ- > (/OO f(l',) e—ikx/ dCE’,) 6i/€$ dk
- [ ) (Qi [ et ) a

/ f(@)o(x— 2)da' = f () (7.13)
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7.2 Transformations de Fourier 1D

@ Distribution de Dirac : 1D - espace

5@—xq:45/we*®ﬂﬂdk (rmw

o J_
@ Paire :
Sz — 2') =0 (2 — z) (7.15)
@ Réelle :
5 (x— ') =6 (x — 2') (7.16)

@ Transformée de Fourier : distribution de Dirac

. /
e~ 1kax

@ Transformée de Fourier inverse : exponentielle a argument imaginaire

(7.17)

6(x— a) e " dy =

Fo(x— 2

ik(z=2") gk = 21 8 (x — ') (7.18)

f_l e~ ikx’

v
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7.2 Transformations de Fourier 1D

@ Transformation de Fourier inverse : 1D - temps - signe opposé

F)=F ' f(w m/ F (w) e ™ du (7.20>J

@ Distribution de Dirac : 1D - temps

S(t—t) = % /_ O:O e~ (=) gy, (7.22)J

@ Transformée de Fourier : distribution de Dirac

. /
e wt

] 7

@ Transformée de Fourier inverse : exponentielle a argument imaginaire

Foé(t—1t) §(t—t)e™tdt = (7.25)

1 giwt’ o~ iw(t— t)dw_\/ics(t—t) (7.26)

7l
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7.3 Transformations de Fourier 3D

@ Transformation de Fourier inverse : 3D - espace

P =F = [[ Fwe )

@ Bijectivité : transformation de Fourier

(.7:_1 o .7-") f(r)=f(r) (7.27)

@ Conséquence : distribution de Dirac

s e ((27r1)3/2 // R3 Fr)e dgrl)
— (271T)3 ///R3 (// . F(r')e d3fr’> Cikr 31
- // R3 fr') <(2717)3 ///R3 e k- (r—7") d3k> a3

— // 5 f(re(r— v = f(r) (7.29)
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7.3 Transformations de Fourier 3D

@ Distribution de Dirac : 3D - espace

53 (r— ') = : ) &k (7.30)J
© Paire :
Br—r)=60 -1 (7.31)
@ Réelle :
& (r—1r)=6(r— 7)) (7.32)

@ Transformée de Fourier : distribution de Dirac

—ik-r’
3 —zkr 3 €
3/2///R35 r—r') d’r ( )3/2 (7.33)

@ Transformée de Fourier inverse : exponentielle a3 argument imaginaire

f‘le‘““"'“'= 3/2 ///R (r=m) @k = (2m)*? 6% (r — ') (7.34)

F53(r—r
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7.4 Transformées de Fourier de dérivées

@ Dérivées spatiales : 1D

= (G [ LW

ik f (k ) e kT

=/
Ty & 2 (df)@):i/oo (— 42 F (k) e
dx? dx \ dx Vo J_

(7.35)

(7.36)

@ Dérivées temporelles : 1D

0= i (g [0 )

1 o

To=2(Do=— [ (@)

(7.37)

(7.38)
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7.4 Transformées de Fourier de dérivées

@ Gradient et Laplacien : 3D

Vi) =V ( 3/2//R3f zkrd:s)
(2m) 3/2 ///R3 e f (e

V.V f(r

zkrdS

//L 7

V2f< ) ’ik:-'r d3k,

Y

7.39)

S

7.40)
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7.5 Oscillateur harmonique amorti forcé

@ Oscillateur harmonique forcé :

@ masse : m
. k

o pulsation : wg =14/ —
my
e amortissement : v = —
2m

e Equation du mouvement : déformation x (%)

(1) + 279 (1) +wd () = — £ (1) (7.42))

@ Opérateur linéaire :

L—d22d 5 insi Lax(t)=f(t 7.45
oz T27 2+ wh ainsi z(t) = f(t) (7.45)

@ Force ponctuelle : au temps ¢t =t/

ft)=muvgd(t—1t') ou wg=cste (7.46))

@ Equation du mouvement : force ponctuelle

Lx(t)=v9(t— 1) (7.47)
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7.5 Oscillateur harmonique amorti forcé

@ Equation de Green :

2
LG(t—1)= (th +2’yjt+w0>G(t— )y =06(t—t)

(7.48)J

e Déformation : force générale f (t')

w(t)zﬁ‘lf(t)zi@*f)@)z%/o G(t— ) f ()t

m

(7.49)J

@ Démonstration : déformation force générale

Lx(t) = %/tﬁG(t— t') f (&) dt

_;/Oté(t—t’)f(t’)dt’—;f(t) O

@ Transformée de Fourier inverse : fonction de Green

—wwt dw

Gt — ) J%/

(7.50)

(7.51)J
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7.5 Oscillateur harmonique amorti forcé

e Equation de Green : (7.52) transf. de Fourierde G (t — t') et § (t — t)

d2 d . L[
e~ Wty — —zw(t—t)d
(dt2 HRRPT +w0> NG / T “

e Equation de Green : dérivées de transformées de Fourier (7.53)

/ (—w? — 2i7w+w8)é(w)e_iwtdw:/ et e Wt gy
@ Equation de Green : espace réciproque
2 - 2\ A~ 1 iwt’
(—w® = 2iyw+wi) G(w) = e (7.54)

V2T
@ Fonction de Green : espace réciproque
1 1wt

Vor w24 2ivyw — w%

G (w) = — (7.55)
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7.5 Oscillateur harmonique amorti forcé

@ Fonction de Green : espace réciproque
1 wt
Vor (w— wi) (w— w-)

@ Fonction de Green : espace direct

G (w) = — (7.56)

1 00 o iw(t— t’)

Tor ) w—wr) (- W)

G(t—1t)= dw (7.58)J

@ Poles : fonction de Green

w4 = — iy £ \/wg — ~? (7.57)
@ Fonction de Green : intégrale de contour dans le demi-plan inférieur
sens horaire : C=|— R, R|UT ol w = Re (w)
Glt—t) = —— ¢ G (w)e ™" duw (7.60)
V2T Jc J

Dr. Sylvain Bréchet 7 Transformations de Fourier



7.5 Oscillateur harmonique amorti forcé

@ Lemme de Jordan : intégrale sur I'arc de cercle I' — 0 (7.61)
w (w) e~ iwt » e—iRe(w)(t—t’) 6Im(w)(t—t’)
lim = lim =0
|w|— 00 \/ 27 |w|— 00 2T (”LU — ’LU_|_) (w — ’UJ_)
@ Démonstration : arcde cercle I': |w| =R et Im(w) <0 (7.62)

R
y{ G (w)e” “'dw = lim G (w)e” W dw+ lim [ G(w)e ™! dw
C

R— o0 "R R— o0 T
:/ G (w)e™ ™ dw (7.63)
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7.5 Oscillateur harmonique amorti forcé

@ Résidus : (7.64)

Res é(w)e_m: lim — (w_w+)6_iw(t_t) = — et )

w=wy wowe 27 (w— wy) (w— w_) V27 (wy — w_)

—iw(t—t") —iw_ (t—t')

Res G (w)e” ™' = lim — (w—w-)e

W=w— wow- o (w— wy) (w— w_) V21 (wg — w_)
@ Théoreme des résidus : signe moins : sens horaire

~

]{é (w)e™ “dw = — 2mi Z Res G (w)e ™!
C

wW=wi

(7.65)

_ /o <€—iw(t—t’) B e—iw+(t— t’))

i (wy — w_)

e Fonction de Green : (7.60) et (7.65) causale : ¢ >t/

o= W (t—t") _ o~ Wt (t—t")

i (wy — w_)

Gt—1t)= ©t—t) (7.66)J
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7.5 Oscillateur harmonique amorti forcé

e Fonction de Green : pdles (7.57) dans (7.66)

(ei w—2(t—t") _ o wgfy?(tt’)>
: Ot—t) (7.68)

2i\/wi — 2
© Amortisement faible : wy > v ainsi w = /W — 2 (7.69)
. sin (w (t — t’))
G(t—t)=e t=1) ot—t) (7.70)
W

—1
@ Amortisement fort : wg <y ainsi 7 = \/72 — w} (7.72)

t—t/
T

G(t—t)=e t=1) sinh( ) ot—t) (7.73)J
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7.5 Oscillateur harmonique amorti forcé

G(t—t) G(t—t)

Amortissement faible T Amortissement fort

W/\/\/\/\/\/\/\/\=w<tt,) t—t
LA :

y

© Deéformation : force générale : amortissement faible

mw

2 (t) = — /O " 1-¥) i (w (t — t’)) £ () dt’ (7.71)J

© Déformation : force générale : amortissement fort

x(t) = % /Ot e=7(t=t) ginh (t — t/) (") dt’ (7.74)J

T
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7.6 Oscillateur harmonique amorti forcé périodiqguement

@ Force périodique :

f (") =maq sin (W' t') = mag o (7.75)J

@ Déformation : force périodique : amortissement faible

t / iw(t—t") _ —iw(t—t') it —iw't
mt [t (S ey
w Jo 1 1

_(fy_?:w)t t . / / . / /
__age : / (e (i (o' =)t (=i (w +w))t) 7
w 0

_ %o 6_4<;+w)t /0 t (6 (=i (W' =)t _ (e (W’+w))t’) dt' (7.76)
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7.6 Oscillateur harmonique amorti forcé périodiqguement

e Déformation : force périodique (7.77)

x(t) = 20 Re (e_ (y—iw)t /Ot (e (v—i(w'Hw))t _ o (v (“’/_“))t/) dt’)

2w

e Intégrale :
/ (Omirr) i) gy

t

o (=i (w'+w))t’ t o (v+i (' = w))t’

(7.78)

v— i (W4 w) . v+i (W — w) .
i) g Oiemw))e g
T oy i (WHw) v+ (W — w)

e Déformation : force périodique

—iw't _ —(y—iw)t iw't o —(y—iw)t
r(t) = 2 Re© _° R (7.79)
2w v— i (W4 w) v+i (W — w)
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7.6 Oscillateur harmonique amorti forcé périodiqguement

@ Déformation :

force périodique

(v +i (W +w)) (e @t — em (rmiwlt) )

ag
z (t) = — Re
() 2 W ( (w/_i_w)2_|_,.}/2
L0 p (i@ w)) (e = em )
2w (@ = w)’ + 2

@ Déformation :

proche de la résonance

ag
2w

v cos (W't) + (W' — w)sin (w’t))
(@ — w)* 472

(W' — w)* 472

I (7 cos (wt) — (w' — w)sin (wt))

(7.80)

(7.81)

(7.82)
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7.6 Oscillateur harmonique amorti forcé périodiqguement

@ Régime oscillatoire transitoire : ¢ ~ v~}

amplitude oscillante exponentiellement amortie

@ Régime oscillatoire stationnaire : ¢t > v~!
amplitude constante
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